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INTRODUCTION 
Soient (R, g, k) un anneau local et A4 un R-module. Si pour tout i le 
k-espace vectoriel Torr(M, k) est de dimension finie, par exemple si A4 est 
de type tini, la serie de Poincare du module M est la strie formelle 
Pr(t) = Ciao dim, Tor”(M, k)t’. 
Soit f: (S, n, k) + (R, m, k) un homomorphisme local induisant l’identite 
sur le corps residue1 k. Nous montrons que si les series P:(t) et P?(t) sont 
definies, il existe une inegalite coefficient a coefficient: 
et nous appelons module inerte par f, tout R-module M pour lequel 
l’inegalite ci-dessus est une Cgaiite, autrement dit, pour lequel P,“( t)/Z%( t) = 
Pr( t)/P”,(t). Outre le cas trivial M = k, l’existence de tels modules a deja 
CtC remarquee, essentiellement en presence d’homomorphismes de Golod 
ou de grands homomorphismes, par exemple dans les articles de Levin 
[ll-131 ou de Ghione et Gulliksen [6]. 
Le but de cet article est d’etudier ces modules inertes, de montrer leur 
existence dans de nombreuses situations, et leur utilite. 
Dans le section 1, nous donnons nos notations et nos definitions. En 
particulier nous introduisons la classe C(R) des R-modules a series de 
Poincare dtfinies. Cette classe contient bien sur les modules de type fini, 
mais aussi les duals de Matlis de tels modules qui en general ne sont plus de 
type fini. Ainsi, en se plaqant dans C(R), on obtient des rtsultats applicables 
aux series de Bass Z:(t) = xi, 0 dim, Exti(k, M)t’, puisqu’on a l’egalite 
Zf( t) = P?“(t), M” dtsignant le dual de Matlis de M. 
Dans la section 2, nous demontrons l’inegalite coefficient a coefficient 
indiquee plus haut, ceci grace a une suite spectrale de changement d’an- 
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neaux, dont le role est essentiel dans ce travail. Nous indiquons comment 
les inegalites coefficient a coefficient classiques sur les series de Poincare 
Pi(t) derivent de cette nouvelle idgalite. 
Dans la section 3, nous donnons des exemples de modules inertes. Le 
resultat principal de cette section est qu’un module M est inerte par le com- 
pose gof de deux homomorphismes locaux si et seulement si il est inerte 
par chacun d’eux. Ceci permet, a partir d’exemples connus, de montrer 
l’existence de modules inertes dans de nombreuses situations. 
La section 4 consiste en 3 lemmes techniques utilisis dans le reste de 
l’article. 
Dans la section 5 on etablit pour les series de Bass des modules de type 
fini des rtsultats de reduction au cas artinien analogues a ceux obtenus par 
Levin pour les series de Poincare [ 121. Etant donne un R-module M de 
type fini on montre que les series Z;(t) et I, M’m”M(t) sont rationnellement 
reliees si n est assez grand, et que de meme pour n assez grand, les 
quotients I,( f)/F$( t) et ZRlwn( t)/P&,,( t) sont rationnellement relies. Notre 
demonstration utilise les modules inertes et a tte le point de depart de cet 
article. 
Dans la section 6 on Ctudie les modules inertes par un petit 
homomorphisme f (au sense de [ 11). On montre qu’un module A4 est 
inerte par f si et seulement si l’application Torz(M, k) -+ Tor$(M, k) est 
injective. De plus cette propriete caracttrise les petits homomorphismes. 
On donne aussi quelques applications concernant les homomorphismes et 
anneaux de Golod. En leur presence, on montre qu’il existe de nombreux 
modules inertes. On utilise ce rtsultat pour repondre a une question 
d’Avramov [2, (5.12)] concernant la croissance des nombres de Betti d’un 
module sur une anneau de Golod. 
Enfin dans la section 7, on montre comment nos resultats sur les 
modules inertes permettent de determiner la strie de Poincare de certains 
produits fibres d’anneaux, gedralisant des resultats de [S, 5, 71. 
Une premiere version de ce travail est parue sous forme d’un preprint de 
l’universite de Stockholm, a l’initiative du Professeur J. E. Roos, que j’ai 
plaisir a remercier. 
1. PR~LIMINAIRES 
Tous les anneaux consider& sont noetheriens commutatifs locaux, de 
m&me corps residue1 k. Le symbole (R, m) designe un anneau local R, 
d’ideal maximal m, et done k = R/m. Les homomorphismes d’anneaux 
f: (S, n) -+ (R, m) sont locaux, i.e., f(n) c m, et induisent l’identite sur le 
corps redisuel k. Tout R-module est aussi considere comme un S-module 
pour la structure induite par f: 
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Soit (R, m) un anneau local et soit K le complexe de Koszul construit sur 
un systeme gtnerateur minimal de l’idtal maximal m. Ce complexe, bien 
que dependant du choix du systeme gentrateur minimal, est unique a 
isomorphisme pres et est appele le complexe de Koszul de l’anneau R. 
Rappelons que pour tout R-module M, l’homologie de Koszul de 
M, H, (A4 @ R K), est annulee par m, et est done un k-espace vectoriel. 
Dans cet article nous aurons besoins de travailler avec une classe de 
R-modules plus large que celle des modules de type lini; celle des R- 
modules a series de Poincare definies. Elle est caracterisee par la proposi- 
tion suivante qui sera demontree a la tin de cette section. 
PROPOSITION 1.1. Soit M un R-module, les conditions suivantes sont 
equivalentes: 
(1) Pour tout i, 0 < i < n = dim, m/m2, H,(M OR K) est un k-espace 
vectoriel de dimension finie. 
(2) Pour tout iE N, Torf(M, k) est un k-espace vectoriel de dimension 
,finie. 
(3) Pour tout i E N, Ext’,(k, M) est un k-espace vectoriel de dimension 
finie. 
On note C(R) la classe des modules verifiant les conditions equivalentes 
ci-dessus. Pour un module A4 de C(R) on definit: 
le polynome de Koszul de M: 
i= ,I 
IH,(M OR K)I (t) = c dim,(H,(M OR K))t’, 
,=O 
la serie de Poincart de M: 
P:(t) = 1 dim,(Tor”(M, k)) t’, 
120 
la strie de Bass de M: 
Z:(t) = c dim,(ExtX(k, M)) t’. 
fZ0 
La serie de Bass de R sera simplement notee Z,(t). 
Soient f: (S, n) + (R, m) un homomorphisme local et A4 un R-module. 
Nous verrons (corollaire 2.7) que l’hypothese ME C(S) entraine ME C(R). 
La reciproque est vraie si on suppose f surjectif, ou plus gentralement si 
on suppose que RjnR est un anneau artinien. 
LEMME 1.2. Soit f: (S, g) -+ (R, _ ) m un homomorphisme local. Si l’anneau 
RJgR est artinien, tout R-module M qui est dans C(R) est aussi dans C(S). 
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Preuve. Comme pour chaque entier q, Torf(R, k) est un module de 
type tini sur l’anneau artinien R/gR = Tori(R, k), Torf(R, k) est de dimen- 
sion finie sur k. (Je remercie Avramov de m’avoir signale cet argument.) 
Soit maintenant M un R-module de C(R) et considerons la suite spectrale 
de changement d’anneaux: 
Ep’,y: Tori(M, Torz(R, k)) &- Torz+y(M, k). 
Muni de sa structure de R-module, Torf(R, k) est de longueur finie. 
Partant de l’hypothese ME C(R), une recurrence sur la longueur dun 
R-module N de longueur finie montre que Tort(M, N) est un R-module de 
longueur finie. Par consequent pour tout p et tout q, Ei,Y est de longueur 
finie et il s’ensuit que Torz+,(M, k) aussi. Ce qui montre que M E C(S). 1 
Soit E une enveloppe injective sur l’anneau R du corps residue1 k. 
Pour tout R-module M on definit le dual de Matlis de M par 
M” = Hom,(M, E). Notons que si M est annule par m, on a M” = 
Hom,(M, E) N Hom,(M, k). Les duals de Matlis permettent de ramener le 
calcul des series de Bass a celui des series de Poincare. Nous avons en effet 
un resultat de dualitt bien connu [4, chapitre VI, 5.31. 
PROPOSITION 1.3. Pour tout R-module M et pour tout ie N, il existe des 
isomorphismes fonctoriels: 
TorR(M”, k) z ExtX(k, M)” ‘v Hom,(Ext\(k, M), k). 
De la, il resulte immediatement que ME C(R) si et seulement si 
M” E C(R) et que 
COROLLAIRE 1.4. Pour tout R-module M de C(R), on a : 
P:“(t) = Zf(t); 
en particulier 
Pi(t) = ZR( t). 
On notera que si M est un R-module de type tini mais non artinien, le 
module M” nest pas de type fini. En particulier si R n’est pas artinien, 
C(R) est strictement plus grand que la classe des modules de type fini (si 
R est artinien, on v&tie facilement que les deux classes sont egales). 
Lorsque ME C(R) les polynomes de Koszul de M et M” sont relies tres 
simplement: 
LEMME 1.5. Soient K le complexe de Koszul de I’anneau (R, m) et M un 
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R-module. Pour chaque i, 0 < i < n = dim, r&z=, il existe un isomorphisme 
fonctoriel: 
H,(M” OR K) 2: Homk(H,Pi(M 0~ K), k). 
En particulier si A4 E C(R) on a: 
lH*(M” o.fa (t)=wf*(~O.~)I (t-‘). 
Preuve. On montre de man&e similaire a [4, chap. VI, 5.31, qu’il 
existe des isomorphismes fonctoriels : 
H,(M” OR K)rHom,(H,(Hom,(K, M)), E) 
7 Hom,(H,(Hom,(K, M)), k). 
D’autre part, il est bien connu qu’il existe un isomorphisme fonctoriel: 
H,(Hom,(K, II~))~H,~~(M OR K). 
On en dtduit l’isomorphisme demand& 1 
Notons une propriete de changement d’anneaux pour les duals de Matlis 
[9, lemme 1.31. 
LEMME 1.6. Soient f: S + R, un homomorphisme surjectif d’anneaux 
locaux et M un R-module. Soient MT le dual de Matlis de A4 en tant que 
R-module, M,” son dual de Matlis en tant que S-module. Alors, considPrP 
comme un S-module, A4; est isomorphe Li M.J. 
Terminons ces preliminaires par la demonstration de la proposition 1.1. 
Preuve de 1.1. Remarquons d’abord que d’apres le lemme 1.5, la condi- 
tion (1) est veritiee par le module A4 si et seulement si elle est verifiee par 
le module M”, et que d’apres la proposition 1.3, M v&tie la condition (3) 
si et seulement si M” v&tie la condition (2). I1 suffrt done d’etablir que 
pour tout module M les conditions (1) et (2) sont equivalentes. On 
montrera dans le paragraphe suivant (2.2) qu’il existe une suite spectrale 
Ei,y= Torf(k, k) Ok H,(M OR K) 9, (TorE(M, k) @k (k @R K))p+q; 
l’implication (1) =z. (2) en resulte. Quant a l’implication (2) * ( 1 ), elle 
rtsulte de la suite spectrale bien connue: 
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2. UNE SUITE SPECTRALE DE CHANGEMENT D'ANNEAUX 
Etant donne (R, m) un anneau local, nous dirons qu’un complexe T de 
R-modules libres, de differentielle d, est minimal si la differentielle induite 
de k 0 R T est nulle, ou, ce qui revient au meme si d(T) c aT. 
TH~OR~~ME 2.1. Soient (R, m) un anneau local, A4 un R-module, T un 
complexe minimal de R-modules l&es, de graduation positive et de diffhen- 
tielle de degre - 1. I1 existe une suite spectrale du premier quadrant : 
E,2,,=TorpR(k, H,(M OR T)) A (Tort(M k) Ok (k OR T)),,,. 
Preuve. Soit X une resolution libre minimale de k sur R, d’augmenta- 
tion E : X + k. On considere le complexe double: L,, = X OR M OR T, 
d’homologie totale H, (L). 
(a) En utilisant la filtration: F, L = 0, sp X, 0 R A4 0 R T, on obtient 
une suite spectrale: 
E,2,,=Tor~(k, H,(M OR 0) 4, H(L),+,. 
(b) Soit Y une resolution libre de A4 d’augmentation u]: Y--f M. Les 
homomorphismes de complexes: 
induisent des isomorphismes en homologie. Considerons les doubles 
complexes et homomorphismes correspondants: 
En tiltrant ces trois doubles complexes suivant le degre de T on obtient 
trois suites spectrales. Les homomorphismes correspondants entre ces 
suites spectrales sont des isomorphismes sur les termes E2: 
H,,(H,G’O~ W OR T) + H,(H<,(X OR Y) OR T) -+ H,,(H,(k OR Y) OR T) 
1: N 
H,,(Torf(k, M) OR T) N H,,(Torf(k, M) OR T) N H,(Torf(k, M) OR T). 
Par consequent, [14, chap. XI, 3.41 on obtient aussi des isomorphismes 
entre l’homologie totale des doubles complexes, c’est-a-dire: 
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Mais k OR Y OR Tz Y OK (k OR T) et l’hypothese sur T dit que la 
differentielle de k OR T est nulle. Par consequent: 
H,(L) 2: TorE(M, (k OR T)) = Tor,R(M, k) Ok (k OR T). 
2.2. Prenons pour complexe T le complexe de Koszul K de l’anneau 
(R, m). Comme pour tout R-module M, H, (M OR K) est annule par 
l’idtal m, la suite spectrale correspondante peut s’ecrire: 
E(R, M): 
E,f,y = Torf(k, k) Ok ff,(M OR K) A (Torc(M, k) Ok (k OR K)),,.,. 
Soit n = dim, m/t$ la dimension de plongement de R. De I’existence de 
la suite spectrale ci-dessus, on deduit immediatement: 
COROLLAIRE 2.3. Pour tout R-module de C(R) il existe une inPgalitP 
co<fficien t 6 cocfficien t : 
P”,(t).IH,(MO.K)l (t)%P:(t).(l +t)“. 
COROLLAIRE 2.4. Pour tout R-module de C(R) les conditions suivantes 
sont equivalentes : 
(1) La suite spectrale E(R, M) est dPgPnPt+e (c’est-h-dire les d@.ren- 
tielles d’ sont nulles pour r 3 2). 
(2) On a l’kgaliti 
Pk,(t)#f.JMORK)I (t)=P;(t).(l +t)“. 
DEFINITION 2.5. Un R-module M de C(R) est dit inerte s’il verifie les 
conditions tquivalentes du corollaire precedent. 
2.6. Soient f: (S, E) + (R, m) un homomorphisme local, Y une reso- 
lution libre minimale de k sur S. Alors le complexe R as Y est un com- 
plexe minimal de R-modules libres et pour tout R-module M on obtient 
une suite spectrale: 
E(f, S, R, Ml: 
Ei,Y = Tor,R(k, Torf(M, k)) A (Torc(k, M) Ok Tors(k, k)),,,. 
Si Tor$(M, k), considtre comme R-module, est annult par m, le terme 
Ez.Y peut se retcrire: 
E,!j!.y = Torf(k, k) Ok Torz(M, k). 
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Cette condition est veriiiee, par exemple, lorsque f est surjectif. Mais il 
n’en est pas toujours ainsi et le corollaire suivant, analogue des corollaires 
2.3 et 2.4, necessite une demonstration: 
COROLLAIRE 2.7. Soit M un R-module. Supposons que ME C(S). Alors 
ME C(R) et on a une in&galitk co@cient d co@cient: 
L’&galitP est rPalisPe si et seulement si la suite spectrale E(,f, S, R, M) est 
dkgPnhrPe (d’ = 0 si r 3 2) et si rvl Tor!$M, k) = 0. 
Preuve. 11 est clair que considere comme R-module Torf(M, k) est de 
longueur linie egale a dim, Torf(M, k). En particulier, c’est un R-module 
de type fini et, pour tout p, Torf(k, Torf(M, k)) est un k-espace vectoriel 
de dimension brie. On deduit alors de la suite spectrale E(fi S, R, M) que 
ME C(R). Pour demontrer le reste du corollaire, il suflit de remarquer que 
Ton a toujours I’inegalite: 
dim,(Tor;(k, Torf(M, k)) <dim, Tor,R(k, k) . dim, Torf(M, k) 
et que, q Ctant fixe, l’egalite n’a lieu pour tout p que si m Torf(M, k) = 0. C’est 
une consequence du lemme suivant, en prenant N = Tort(M, k) et en tenant 
compte de l’isomorphisme Tor;(k, Torf(M, k)) z Tor,R(Tori(M, k), k). 
LEMME 2.8. Soit N un R-module de longueur finie l(N). Alors on a une 
inPgalite coefficient ci coefficient : Pg( t) 6 l(N) P”,(t), et I’PgalitP se produit si 
et seulement si mN = 0. 
Preuve. If suffit de faire une recurrence sur la longueur de N. 
C’est clair si l(N) = 1. Si l(N) > 1 on peut trouver une suite exacte 
0 + N’ + N + k + 0. L’inegalite: dim, Tort(N, k) <dim, Torf(N’, k) + 
dim, Tor:(k, k), et l’hypothese de recurrence appliquee a N’ permettent 
d’ecrire: 
P;(t)@P;‘(t)+ P;(t)@(l(N’)+ 1) P;(t)=l(N) P;(t). 
Entin l’egalite P:(t) = l(N). P:(t) entraine en particulier que l(N) = 
dim,(N/mN); ce qui implique mN = 0. La reciproque est evidente. [ 
DEFINITION 2.9. Soit f: (S, n) -+ (R, m) un homomorphisme local. Un 
R-module M est dit inerte par f si ME C(S) et si les conditions equivalentes 
suivantes sont satisfaites: 
(1) Pi(t). PF(t)= P;(t). P”s(t) 
(2) la suite spectrale E(.f, S, R, M) est degentree et g Tori( M, k) = 0. 
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Remarque 2.10. Comme ttabli dans le lemme 1.2, si l’on sait que R/nR 
est un anneau artinien, par exemple si f est surjectif, on peut remplacer 
dans le corollaire 2.7 et la definition 2.9 l’hypothese ME C(S) par 
ME C(R). 
Remarque 2.11. La situation 2.2 peut &tre consideree comme un cas 
particulier de la situation 2.6 et c’est ce que nous ferons dans un certain 
nombre de demonstrations: 
Soient (R, m) un anneau local, K son complexe de Koszul et M un 
R-module. Considerons (R, &) le complete m-adique de R et posons 
&l = A4 @ R R, k = K 0 R R. Alors k est le complexe de Koszul de R et on 
verilie facilement que les suites spectrales E(R, M) et E(R, k) sont iso- 
morphes. On sait que l’anneau R est le quotient d’un anneau local regulier 
(S, n) par un ideal I inclus dans n 2. Notons s la surjection canonique de S 
sur R. 11 est bien connu que le complexe de Koszul K’ de S est aussi une 
resolution libre minimale de k. Comme les complexes R OS K’ et Z? sont 
isomorphes, on en dtduit que les trois suites spectrales: E(s, S, R, M), 
E(R,&) et E( R, M) sont isomorphes. En particulier, les assertions sui- 
vantes sont tquivalentes: 
(a) Le R-module M est inerte. 
(b) Le R-module k est inerte. 
(c) Le R-module &f est inerte par s. 
11 existe pour les series de Bass des inegalites coefficient a coefficient 
analogues a celles Ctablies plus haut pour les series de Poincare: compte 
tenu de la proposition 1.1, du corollaire 1.4 et des lemmes 1.5 et 1.6, on 
peut tnoncer l’analogue des corollaires 2.3 et 2.7. 
COROLLAIRE 2.12. (1) Soient (R, FJZ) un anneau local et M un R-module 
de C(R). I1 existe une inkgalitk coefficient d coefficient : 
Pk,(t)YIH*(MORK)I (t+)%Z;(t).(l+t)‘. 
(2) Soient f: (S, n) -+ (R, m) un homomorphisme local surjectif et M 
un R-module de C(R). II existe une inkgalite coefficient ci coefficient: 
Nous terminons ce paragraphe en montrant comment les intgalitts des 
corollaires 2.3 et 2.7 permettent de retrouver tres simplement les majora- 
tions classiques des series de Poincare Pi(t). 
2.13. Soit f: (S, n) -+ (R, m) un homomorphisme local et supposons 
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l’anneau R/gR artinien. De la suite exacte 0 -+ m + R + k -+ 0, on deduit 
l’egalitt Pz( t) = (P”,( 2) - t)/t, et l’intgalite 
(a) Py(t)4(Pt(t)-- l)+(Pk,(t)- 1)/t. 
Celles-ci, combinees avec l’intgalitt 
(b) P~(t).pk,(f)~pkR(f).P~(f) 
donnent l’intgalite coefficient a coefficient bien connue: 
(cl PkR(W PksU) 1 - t(P,“(t)- 1)’ 
Des considerations similaires, utilisant le corollaire 2.3 permettent 
d’obtenir l’intgalite: 
Cd) P%,(t)< 
(1+ t)” 
1 -Nff*(K)I (f)- 1) 
ou n = dim, m/m* et K designe le complexe de Koszul. 
Nous dirons qu’un anneau R est un anneau de Golod si (d) est une 
Cgalitt, et qu’un homomorphisme local f est un homomorphisme de Golod 
si (c) est une tgalitt. Pour des definitions Cquivalentes, now renvoyons le 
lecteur a [ 1, 3, 111. 
Dans [ 11, Avramov impose a un homomorphisme de Golod de 
verifier de plus la condition mZTori(R, k) = 0, ou ITors(R, k) = 
Ker(Torz(R, k) + Tori(k, k)). 11 montre ensuite dans [3] que cette condi- 
tion est automatiquement satisfaite si (c) est une tgalite. Ce resultat 
decoule aussi de notre demonstration de l’inegalite (c). En effet, si (c) est 
une egalitt, il est facile de voir que (a) et (b) sont aussi des egalites: m est 
done inerte par f et par consequent m Torz(,, k) = 0 dune part et d’autre 
part Tor”(m, k) + ITors(R, k) est surjectif; d’ou le resultat. 
3. EXEMPLES DE MODULES INERTES 
Dans la section prtctdente, nous avons remarque que si 
f: (S, n) + (R, m) est un homomorphisme de Golod, m est inerte par J: On 
vtritie de m&me que si (R, m) est un anneau de Golod m est un R-module 
inerte. Nous allons voir maintenant d’autres exemples. 
Commencons par deux exemples triviaux, mais comme nous le verrons 
dans les paragraphes 5, 6, 7, qui ont leur utilite. 
LEMME 3.1. Soient f: (S, g) + (R, qz) un homomorphisme local et A4 un 
R-module 
481/132/l-3 
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(a) Si mM = 0 et si M est de type fini, M est inerte sur R et inerte 
par .fi 
(b) Si ME C(R), M est inerte par I’upplication identique 1,: R + R. 
Comme le complexe de Koszul d’un anneau regulier est aussi une resolu- 
tion minimale du corps residue1 k, il est clair que: 
hMME 3.2. Si R est un anneau regulier, tout R-module M de C(R) est 
inerte. 
Dans [ 133, Levin introduit la notion de grand homomorphisme: 
DEFINITION. Un homomorphisme local surjectif f‘: (S, n) -+ (R, m) est 
grand si l’application induite f, : Torz(k, k) + Tor$(k, k) est surjective. 
Avec nos definitions, on peut enoncer une partie du theoreme 1.1 de 
[ 131 sous la forme suivante: 
TH~O~ME 3.3. Soit .f: (S, n) + (R, m) un homomorphisme local surjectij: 
Les conditions suivantes sont Pquivalentes: 
( 1) L’homomorphisme ,f est grand. 
(2) L’anneau R, consider+ comme R-module, est inerte par f: 
(3) Tout R-module de C(R) est inerte par ,f: 
Remarque 3.4. Dans [ 131, la condition (3) n’est enoncte que pour les 
modules de type lini. L’extension aux modules de C(R) se fait sans difti- 
cult& On peut en effet considerer les suites spectrales associees a ces 
modules comme limites inductives de celles assocites a leurs sous-modules 
de type fini. 
Le resultat suivant est une generalisation de l’equivalence des conditions 
(2) et (3) du thtoreme precedent. 11 sera dtmontre a la Iin du paragraphe 7. 
PROPOSITION 3.5. Soint (R, m) un anneau local et I un ideal 
(a) Si le R-module R/I est inerte, tout module de C(R) annul& par I 
est inerte. 
(b) Soit f: S + R un homomorphisme local surjectif: Si le R-module 
R/I est inerte par f, tout module de C(R) annule par I est inerte par f: 
Passons maintenant au resultat principal de cette section. 
TH~OR~ME 3.6. ( 1) Soient f: (S, n) + (R, m) et g : (R, m) + (R’, m’) 
deux homomorphismes locaux. Posons h = go f et soit M un RI-module qui, 
considerd comme S-module, est dans C(S). Alors le module M est inerte par 
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h si et seulement si M est inerte par g et, considtkt comme R-module, inerte 
par f: 
(2) Soient g: (R, 3) + (R’, m’) un homomorphisme local surjectif et 
M un R’-module de C(R’). Alors le module M est inerte sur R’ si et seule- 
ment si M est inerte par g et, est inerte consid& comme R-module. 
Preuve. (1) L’hypothese MEC(S) entraine MEG’(R) et MEC(R’), 
done les series de Poincare de M sur S, R, R’ sont bien delinies. Si M est 
inerte par f et g, on a: 
PF( t)/P”,( t) = P;( t)/Pi( t) = P$( t)/P”,*( t). 
Ce qui Ctablit que M est inerte par h. 
Supposons maintenant que M soit inerte par h. On a done l’egalite et les 
inegalites suivantes: 
(a) Py(t).P$(t)=P$(t).P$.(t) 
(b) Py(t) . P;(t) B P;(t). P:(t) 
(c) P;(t). Pi.(t) B P;(t) ‘P;(t). 
Observons que l’hypothese P:(t) = 0 entraine P;(t) = P:(t) = 0. Dans 
ce cas, l’assertion est triviale. Supposons Pf( t) # 0. 
Par multiplication de (b) et (c), on obtient: 
P”,(t) . P;(t) . P”,J t) PF( t) B P”,(t) . Pf( t) P$( t) . P”,(t). 
Cette intgalite ne differe de (a) que par multiplication des deux membres 
par la serie non nulle a termes positifs Pi(t). P:(t). C’est done une egalite 
et necessairement (b) et (c) sont aussi des egalites. Done M est inerte par 
fet g. 
(2) Quitte a completer les anneaux R et R’, on peut supposer que R 
est quotient d’un anneau regulier (S, n), par un ideal I inclus dans n2. On 
peut alors trouver un anneau regulier (9, n’), quotient de S par une S-suite 
x1, . . . . xp formte d’eltments de n - n2, et un homomorphisme surjectif 
s’: S’ + R’ tels que ker s’ c gr2, le diagramme suivant etant commutatif: 
Supposons que M soit un R’-module inerte. 11 est alors inerte par s’ 
(2.11); d’autre part f est un grand homomorphisme [ 13, thboreme 2.21 et 
par consequent M est aussi inerte par J: Le resultat precedent s’applique: 
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M est inerte par s’ of, done A4 est inerte par g et par s; d’apres (2.11) 
c’est aussi un R-module inerte. La reciproque se montre de maniere 
analogue. 1 
Nous allons maintenant regarder quelques applications de ce theoreme. 
COROLLAIRE 3.7. Soient f: (S, n) + (R, m) un homomorphisme local 
surjectif, M un R-module de C(R). 
(a) Supposons l’anneau S reggulier. Les conditions suivantes sont Pqui- 
valen tes. 
(1) Le R-module M est inerte. 
(2) Le R-module M est inerte par f 
(b) Supposons l’anneau R regulier. Tout R-module de C(R) est inerte 
par f et, est inerte conside’rt comme S-module; en particulier f est un grand 
homomorphisme. 
Preuve. (a) Comme M est inerte sur S d’apres (3.2), l’tquivalence 
resulte du thtoreme precedent. 
La preuve de (b) est analogue. 1 
Dans un certain nombre de travaux, on trouve des exemples de modules 
inertes par des homomorphismes de Golod. Le theoreme 3.6 permet, 
par factorisation de ces homomorphismes, d’obtenir une situation plus 
gtntrale. Illustrons ceci par deux applications: 
Soient (R, m) un anneau local, J un ideal inclus dans m et x un element 
regulier de m. L’homomorphisme f: R + R/xJ est de Golod et Ghione et 
Gulliksen ont montrt [6, theoreme 51 que tout R-module de type tini 
annult par J est inerte par J: En Ctendant ce resultat aux modules de C(R) 
comme dans la remarque 3.4, on obtient: 
COROLLAIRE 3.8. Soit I un ideal de R tel que I c xJ. Tout R-module de 
C(R) annule par J est inerte par la projection g : R + RJI. 
Dans [ 121 Levin etablit un thtorbme de reduction aux anneaux arti- 
niens. On peut l’enoncer sous la forme: 
TH~ORI?ME 3.9. Soit (R, m) un anneau local, il existe un entier sO tel que 
pour tout s 3 sO, l’homomorphisme surjectif f: R -+ R/m” est de Golod. 
De plus tout R-module de type fini annul6 par m”- ‘, consider& comme 
R/@-module, est inerte par f: 
On en dtduit: 
COROLLAIRE 3.10. Soit (R, m) un anneau local, il existe un entier sO tel 
que si J est un ideal de R vertfiant Jc m”, s 2 s,, et si .f designe l’homomor- 
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phisme: R + R/J, tout R-module de type fini annul6 par m”- L est inerte par 
f quand on le considere comme un R/J-module. 
Lorsque l’anneau R est suppose regulier, on sait que l’on peut choisir 
s0 = 2. Compte tenu du corollaire 3.7, on obtient: 
COROLLAIRE 3.11. Soient (S, n) un anneau local regulier et J un ideal de 
S inclus dans n” avec s > 2. Notons (R, m) l’anneau quotient S/J. Alors tout 
R-module de type fini, annul& par m”- 1 est inerte. 
Terminons ce paragraphe par une application du corollaire precedent. 
COROLLAIRE 3.12. Pour tout anneau local (R, m), le quotient 
I~@( t)/Pk,( t) est rationnel. 
Preuve. Quitte a completer R, on peut supposer R quotient d’un 
anneau regulier (S, n) par une ideal J telque JC n2. 
(1) Supposons J d n3. Le resultat de [9, exemple 1.1 l] donne: 
Z:‘,‘(t) = Z@(t) - tPi(t) = (n - t) P:(t) 
(oti n = dim, m/m’). 
(2) Supposons Jcn3. Le R-module (R/m’)“, ttant annule par m2, 
est inerte d’apres le corollaire precedent et par suite: 
(1 +t)“.Z;‘m2(t)= IH,((R/m’)” @.K)I (t).P;(t) 
= t” IH,(R/m’ OR K)I (tt’). P”,(t). 1 
On peut montrer que le quotient Zg’m3(t)/Pi(t) n’est pas toujours ration- 
nel [ 10, chapitre 3-J. 
4. TROIS LEMMES TECHNIQUES 
Le premier de ces lemmes, nous dit que les suites spectrales E(R, M) et 
E(f, S, R, M) sont fonctorielles en leurs divers arguments. Pour enoncer ce 
lemme nous utilisons les notations suivantes: si j: M + M’ est un homo- 
morphisme de R-modules j, ou J* dtsigne l’homomorphisme induit en 
homologie. Si f: S -+ R est un homomorphisme local et M un R-module, 
(M, f), dbsigne l’homomorphisme induit de Tors(M, k) dans Torc(M, k) 
et on note f.+ pour (k,f),. 
LEMME 4.1. Soient (S, n) et (R, m) des anneaux locaux, M un R-module 
et f: S + R un homomorphisme local. 
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(A) Soit M’ un R-module et j: M -+ M’ un homomorphisme de 
R-modules. 
(1) I1 existe un homomorphisme de suites spectrales : 
E(j) : E( R, M) + E( R, M’) 
qui sur le terme E2, est induit par l’application j* : H, (M 0 R K) + 
H, (M’ Q R K) et qui converge vers l’application induite sur les aboutisse- 
ments par j, : Tort(M, k) -+ Tort(M’, k). 
(2) I1 existe un homomorphisme de suites spectrales: 
E(j): E(f, S, R, M) -+ E(f, S R M’) 
qui sur le terme E2 est induit par l’application j, : Torz(M, k) + TorfJM’, k) 
et qui converge vers l’application induite sur les aboutissements par 
j, : Torg(M, k) + Tort(M’, k). 
(B) Soit g: (S’, n’) + (S, n) un homomorphisme local et posons 
,f’ = f 3 g. I1 existe un homomorphisme de suites spectrales: 
E(g) : E(f ‘2 S’, R, M) --+ E(f, S R M) 
qui sur le terme E2 est induit par l’application (M, g),: TorS,‘(M, k) + 
Tors(M, k) et qui converge vers l’application induite sur les aboutissements 
par g, : Tori’(k, k) + Tors(k, k). 
(C) Soient h: (R, m) + (R’, m’) un homomorphisme local et M un 
R’-module. 
(1) Supposons que h est surjectif et que ker h c m2. I1 existe un 
homomorphisme de suites spectrales 
E(h): E(R, M) -+ E(R’, M) 
qui sur le terme E2 est induit par l’application h, : Torf(k, k) + Torc’(k, k) 
et qui converge vers l’application induite sur les aboutissements par: 
(M, h),: Tori(M, k) -+ Tori’(M, k). 
(2) Posons f' = h 0J: I1 existe un homomorphisme de suites spec- 
trales : 
W):E(f, s, R W+E(f', S, R', W 
qui sur le terme E2 est induit par l’application h, : Torc(k, k) 4 Torz’(k, k) 
et qui converge vers l’application induite sur les aboutissements par: 
(M, h), : Tori(M, k) -+ Tor$‘(M, k). 
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La demonstration de ce lemme est laissee au lecteur. Elle utilise essentiel- 
lement le thtoreme de comparaison pour les complexes de modules libres 
[ 14, chapitre III, theoreme 6.11. L’hypothese sur l’homomorphisme h dans 
(C)( 1) est necessaire pour que, K etant le complexe de Koszul de R, 
R’ OR K soit le complexe de Koszul de R’. 
Les deux autres lemmes concernent les suites spectrales degenerees (i.e., 
d’=O pour r32). 
LEMME 4.2. Soient E= (E’) et E’ = (E”) deux suites spectrales, et 
,f = (f ‘) : E + E’ un homomorphisme de suites spectrales : 
(a) Si l’application f2 est injective et si la suite spectrale E’ est d&g& 
neree, la suite spectrale E est aussi degeneree. 
(b) Si l’application f 2 est surjective et si la suite spectrale E est d&g&- 
nPrPe, la suite spectrale E’ est aussi degPnPrPe. 
Preuve. Montrons (a), la demonstration de (b) Ctant analogue. Soient 
(d’) la differentielle de (E’), (d”) la differentielle de (E”). Pour r = 2 on a 
le diagramme commutatif : 
E2 f2 , El2 
0=d'20f2 = f20d2, comme f' est injective, on a d2 =0 et par suite 
E2 = E3, f2 = f 3. On demontre de m&me, par recurrence, que pour tout 
r>,2, d’=O. 1 
LEMME 4.3. Soient (A, F) et (A, F’) deux R-modules dtfferentiels, 
grad&s et filtres, les filtrations F et F’ Ptant canoniquement hornees 
[ 14, chap. XI, 31. Supposons que les deux suites spectrales associees E et E’ 
soient degenertes. Soit f un homomorphisme de (A, F) duns (A’, F’) (respec- 
tant les graduations, filtrations et dtfferentielles) et f: E -+ E’ l’homo- 
morphisme induit entre les suites spectrales. Si l’homomorphisme f2 : E2 -+ El2 
est injecttf (resp. surjectif) alors l’homomorphisme f, : H, (A) + H, (A’) est 
injecttf (resp. surjecttf). 
Preuve. 
f3= . . . 
Puisque les suites spectrales E et E’ sont dig&&es, on a f’ = 
= f”. L’application fm s’identifie a l’application: Gr( H, (A)) + 
Gr(H, (A’)) induites entre les grad&s associes a H, (A) et H, (A’). Les 
filtrations &ant canoniquement borntes, il en rtsulte que f, est injective 
(resp. surjective) si f’ lest. 1 
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5. REDUCTIONS AUX CAS ARTINIENS 
Dans ce paragraphe, on ttablit pour les series de Bass des modules de 
type tini et celles des anneaux des rtsultats analogues a ceux que Levin a 
obtenu pour les series de Poincare [ 123. Dans tout ce paragraphe, on 
considere (R, m) un anneau local. On pose n =dim, m/m2. Soit M un 
R-module de type lini. On dtsigne par H(M)(t) la serie de Hilbert de M 
associee a la filtration m-adique, c’est-a-dire: 
H(M)(t)= c Cif’ OLi ci = dimk&A4/&+ ‘M. 
l20 
11 est bien connu que H(M)(t) est une fraction rationnelle. Remarquons 
que H(m”M)(t)=Ci.oc,+iti. 
THBOR~ME 5.1. Soit A4 un R-module de type fini, il existe un entier so tel 
quepour s>so on a: 
(a) pylm’M( t) = tH(@M)( - t) . P”,(t) + Py( t). 
(b) Z~‘“SM(t)=t-‘H(&M)(-trl)~Pk,(t)+Z~(t). 
L’assertion (a) est demontree par Levin dans [12]. 11 ne semble pas que 
sa demonstration puisse s’adapter pour prouver (b). La demonstration que 
nous donnons utilise les modules inertes et permet d’obtenir a la fois (a) et 
(b). Nous avons besoin de plusieurs lemmes. Soit K le complexe de Koszul 
de R. 
LEMME 5.2. Pour tout R-module M de type fini, il existe un entier so tel 
que pour s 3 sO les homomorphismes induits : 
(a) H,(mS+‘MO.K)~H,(m”MO.K) 
(b) H,((m”W” O,d)+H*((m”+‘hT’ 63.K) 
sont nuls. 
Preuve. L’existence dun entier so tel que pour tout s>s, l’application 
(a) soit nulle a ete demontree par Levin [12, lemma 1], en utilisant le 
lemme d’Artin-Rees. Le foncteur Hom,( -, k) Ctant exact, le lemme 1.5 
montre que l’application (b) est nulle pour les mCmes valeurs de s. 1 
Le module A4 et l’entier so Ctant fixes nous avons: 
LEMME 5.3. Pour tout entier s > so 
(1) IH,(m”M@.K)I (t)=H(&M)(-t).(l+t)“. 
(2) lH*((m”M)” @.K)J (t)=H(@M)(-t-I).(1 +t)“. 
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Preuve. Le calcul de (1) est analogue au calcul effect& dans [ 12, 
relation 61. 11 existe pour s 3 s0 des suites exactes: 
O-,Hp(mS+iMORK)-,H~(1125+‘M/m’+‘+’MORK) 
+Hpp,(&+i+lM@RK)+O. 
Puisque 0” + ‘M/m s+r+ ‘M est un k-espace vectoriel de dimension c,+ i, 
on en deduit: 
IH,(g’+‘M@.K)I (t)+t IH,(m”+‘+‘M@,K)I (t)=c,+,(l +t)“. 
On obtient la formule (1) par des sommations alternees. La relation (2) 
resulte alors du lemme 1.5. 1 
LEMME 5.4. Pour tout entier s > s0 
(1) les R-modules &M et (&M) ” sont inertes. 
(2) L’homomorphisme: Torz(&M, k) + TorE(&M/y”+‘M, k) est 
injectif: 
(3) L’homomorphisme: Tort((&M/&+‘M) “, k) -+ Torg((m”M) “, k) 
est surjectif: 
Preuve. La surjection canonique j: g”M -+ m’M/&+ ‘M induit un 
homomorphisme de suites spectrales: 
E(j) : R( R, m”M) + E( R, F#M/FJ”+ ‘M). 
Du lemme 5.2 on deduit que l’application H, (@M OR K) + 
H, ((m”Wm “+ ‘M) OR K) est injective. Le lemme 4.1(A) montre alors que 
E(j)2 est injectif. Comme &M/F&+’ M est annule par m, la suite spectrale 
E(R, &M/m”+ ‘M) est degeneree (3.1). Le lemme 4.2 montre que la suite 
spectrale E(R, &M) est aussi degeneree, done &M est inerte. On deduit 
maintenant du lemme 4.3 que l’application induite par j sur les aboutisse- 
ments des deux suites spectrales est aussi injective. Le lemme 4.1 (A) permet 
d’obtenir (2). De man&e analogue E( j” )’ est surjectif et on en deduit que 
(gz”M)” est inerte, puis on obtient (3). 1 
Remarque. L’assertion (2) figure dans [ 121. En dualisant la demonstra- 
tion de Levin, Roos a dtmontre l’assetion (3) [ 15, Remarque 11. 
Demontrons maintenant le theoreme 5.1. 
Soit s0 comme dans le lemme 5.4. Si s > s0 ce lemme s’applique a s - 1 
et on en dtduit que les homomorphismes: 
Tort(m”M, k) -+ Torf(m”+‘M, k) 
et 
Tor$((m”+‘M) “, k) + Torf((m”M) “, k) 
40 JACK LESCOT 
sont nuls. Comme l’application ~)M’M+M se factorise en @M+& ‘M --+ M, 
les homomorphismes: 
Torc(y”M, k) -+ Tor$(M, k) et Tor$(M”,k)+Torc((m”M)“,k) 
sont tgalement nuls. Par consequent, nous avons la relation: 
Pyy t) = tP$“( t) + P”(t) 
et, compte-tenu du corollaire 1.4, la relation: 
~MF’M=f lpa”w(t)+~;(f), 
R 
Maintenant le lemme 5.4 nous dit que FJ’M et (m”M)” sont inertes. Les 
relations du theoreme resultent alors du lemme 5.3. 1 
Dans [ 121, Levin etablit que pour s assez grand, l’homomorphisme 
R -+ RJr& est de Golod et que 
P;,J t) = P”,( t)/( 1 - t2H(g’)( - t) P”,(t)). 
Pour les series de Bass, nous montrons: 
TH~OR~ME 5.5. I1 esiste un entier sO tel que pour .s > s,, on a: 
(a) Si l’anneau R n’est pas rPgulier 
z,;,dt)/P”,,,\(t) = (‘~ ‘1 H(@)( - t -’ ) + zR(t)/pk,(t). 
(b) Si l’anneau R est rkgulier de dimension n 
Z,,,,(t)/Pk,,,,(t) = (t ‘) H(&)( - t ~‘) - t*+ ‘/(l + t)“. 
Preuve. Choisissons un entier sb qui satisfasse dune part le theoreme de 
Levin enonct en 3.9, et d’autre part le theoreme 5.1 pour le module r~, et 
soit sO = sb + 1. Pour s > sO posons R’ = R/y‘, t$ = m/m”. Puisque y’ est 
annul6 par y” ’ il en est de meme de (E’) ” . Le thtoreme 3.9, le corollaire 
1.4 et le lemme 1.6 permettent d’ecrire: 
Z$(t)/P$(t) = P!,y”(t)/Pk,.(t) = P$y’“(t)/PQt) = Z$(t)/Pk,(t). 
D’autre part, puisque & = y” ’ m, en appliquant le theoreme 5.1 nous 
avons aussi: 
z;‘(t)/P;(t)=(tF)H(m”)(-t+) +Z?(t)/Pk,(t). 
Pour conclure, utilisons un resultat etabli dans [9, corollaire 1.83. Puis- 
que l’anneau R’ n’est jamais regulier, nous avons: 
r;:(t) = ZR.(f) + tP”,,(t). 
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De meme, si R n’est pas regulier, nous avons: 
zgt) = Z,(t) + tPk,(r) 
et si R est regulier de dimension n, nous avons: 
ZT(t)=t(l $f)‘J-t”+‘. 
Les relations du theoreme en resultent. [ 
6. MODULES JNERTES ET PETITS HOMOMORPHISMES 
Le concept de petit homomorphisme a eti introduit par Avramov dans 
Cll: 
DJ~FINITION. Un homomorphisme local f: S -+ R est dit petit si l’appli- 
cation canonique f, : Tort(k, k) -+ Torf(k, k) est injective. 
Dans le theortme suivant nous allons voir que l’on peut remplacer le 
module k dans la definition ci-dessus par certains R-modules, qui en fait 
seront les modules inertes par f: 
TH~OR~ME 6.1. Soient (R, m) un anneau local, K son complexe de 
Koszul. Un R-module M de C(R) est inerte si et seulement si I’application 
canonique: H, (M QR K) --+ Tori(M, k) est injective. 
II. Soient (S, n), (R, m) deux anneaux locaux, f: S + R un homomor- 
phisme local, M un R-module de C(R). 
(a) Si l’application canonique (M, f), : Torz(M, k) --t Torf(M, k) 
est injective, le R-module M est inerte par f, si de plus Tort(M, k) n’est pas 
nul, f est un petit homomorphisme. 
(b) Si l’homomorphisme f est petit, le R-module M est inerte par 
f si et seulement si l’application (M, f )*: Tors(M, k) -+ Tort(M, k) est 
injective. 
Preuve. Remarquons d’abord que l’assertion I peut etre considerte 
comme un cas particulier de II(b). En effet, utilisant 2.11 et gardant les 
notations de ce numtro, on observe que l’homomorphisme s: S --f Z? est 
petit. Par consequent, il suftit d’etablir II. 
Preuve de II(a). Puisque Tori(M, k) s’identitie a un sous R-module de 
Torc(M, k), on deduit d’une part que ME C(S), et d’autre part que 
m Tori(M, k) = 0. Done le terme E2 de la suite spectrale E( f, S, R, M) peut 
se retcrire: 
Ez,Y = Torf(k, k) Ok TorfM, k), 
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et il faut montrer que cette suite spectrale est dtgtnerte. D’apres le 
lemme 4.1(B), il existe un homomorphisme de suites spectrales: 
E(f): JW; S, R Ml + Et1 R, R, R, M) 
qui sur le terme E* est induit par: 
(M, f), : Tors(M, k) -+ Tor$(M, k). 
Cette derniere application Ctant injective, E(f)* est injective, et 
E( 1 R, R, R, M) etant dtgtnerbe, (3.1) le lemme 4.2 s’applique: E(f, S, R, M) 
est degeneree, ce qui montre que M est inerte par f: Observons maintenant 
que l’application induite entre les aboutissements des suites spectrales est 
aussi injective d’apres le lemme 4.3. Or, d’apres le lemme 4.1 (B), cette 
application nest autre que: 
1 Of,: Tort(M, k) Ok Tors(k, k) -+ Torz(M, k) Ok Tort(k, k). 
Par consequent, si Torc(M, k) n’est pas nul, l’application f, est injective. 
Preuve de II(b). Soit A4 un R-module inerte par f: D’apres le lemme 
4.1(C), il existe un homomorphisme de suites spectrales: 
E(f) : E( 1 s, S, S, J-f) + E(f, S, R, W 
qui sur le terme E2 est induit par l’application injective 
f, : Torz(k, k) -+ Torz(k, k). 
Par consequent, E(f)’ est injective, et les deux suites spectrales etant 
degentrees, les lemmes 4.3 et 4.1(C) montrent que l’application 
(M, f), 0 1: Tori(M, k) Ok Tors(k, k) + Torc(M, k) Ok Tors(k k) 
est injective et done que l’application (M, f), est injective. Ce qui, compte- 
tenu de II(a), demontre II(b). 1 
Remarque. Le thtoreme 3.8 de [ 1 l] montre que l’injectivite de (A4, f), 
correspond a la nullite de certaines operations de Massey. 
Le reste de ce paragraphe, concerne plus particulierement les anneaux et 
homomorphismes de Golod. Rappelons qu’un homomorphisme de Golod 
est un petit homomorphisme [ 1, theoreme 3.51. Si f: S -+ R est un 
petit homomorphisme, il est bien connu que l’homomorphisme 
f,: Tori(R, k) + Tori(k, k) est nulle pour p > 0. Par consequent, en utili- 
sant (2.13) et le theoreme precedent, on peut tnoncer: 
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COROLLAIRE 6.2. I. Soit (R, m) un anneau local, K son complexe de 
Koszul. Les proprietts suivantes sont Pquivalentes :
(1) L’anneau R est un anneau de Golod. 
(2) Le R-module m est inerte. 
(3) L’homomorphisme canonique: H, (m QR K) -+ Torc(m, k) est 
injectif 
II. Soit f: (S, n) + (R, m) un homomorphisme surjecttf d’anneaux 
locaux. Les proprietes suivantes sont equivalentes: 
(1) L’homomorphisme f est un homomorphisme de Golod. 
(2) L’homomorphisme f est petit, et le R-module m est inerte par f 
(3) L’homomorphisme canonique (m, f ).+ : Torz(m, k) + Tort(m, k) 
est injecttf 
Le corollaire suivant montre qu’en presence d’anneaux ou d’homomor- 
phismes de Golod il existe de nombreux modules inertes. 
Soient (R, ~1) un anneau local et M un R-module de type fini. Soit Y 
une resolution libre minimale de M sur R. Pour i> 1 les modules de 
syzygie de M sont les modules Im( Y, -+ Yip ,). 
COROLLAIRE 6.3. ( 1) Soient f: (S, n) -+ (R, m) un homomorphisme de 
Golod et M un R-module de type fini. Si M est inerte par f, alors les modules 
de syzygie de M sont aussi inertes par f 
(2) Soient (R, m) un anneau de Golod, et M un R-module de type fini. 
(a) Si M est inerte, alors les modules de syzygie de M sont aussi 
inertes. 
(b) Soit n = dim m/m2. Tous les modules de svzygie de M d’indice 
superieur ou &gal h n sont inertes. 
Preuve. Soit N le premier module de syzygie de M. L’assertion (1) est 
une consequence du theoreme 6.1 et du lemme suivant: 
LEMME. Si pour tout i> p l’application Torf’(M, k) + Torp(M, k) est 
injective, alors pour tout i 3 p - 1 l’application Tors(N, k) + Torf(N, k) est 
injective. 
Preuve du lemme. Soient X une resolution libre minimale de k sur S, Y 
une resolution libre minimale de k sur R. Puisque l’homomorphisme f est 
de Golod, il existe une suite exacte de complexes: 
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ou F est un complexe de R-modules libres, de differentielle nulle, verifiant 
rang F, = dim, ITory-~ ,(R, k) (pour les details voir [ 11, theoreme 1.5 et 
chapitre 41). Tensorisant cette suite de complexes par M et N au dessus de 
R, et prenant les longues suites d’homologie, on obtient le diagramme 
commutatif: 
. ..- Tor;'(M,L)- Tor;(M,kj A 
i 
@ Tor;JM,k)O, F,- ... 
6 1'1 en, .@)I 
..-Torl ,(N,k)-Torr ,(N,k) /I 
I 
@ Torr , ,(N,k)OiF,-.... 
L’hypothese du lemme tquivaut a la surjectivite de si pour i> p. Comme 
les homomorphismes de connecion ai sont des isomorphismes pour i 3 1 et 
comme 6, est surjective, on deduit que s: , est aussi surjective pour i > p. 
On en deduit le lemme et par suite (1). 
Soient maintenant R un anneau de Golod et K son complexe de Koszul. 
On deduit 2(a) du lemme suivant, de demonstration analogue au prece- 
dent. Ce lemme sert aussi a prouver 2(b). 
LEMME. Si pour tout i>p, l’upplication H,(M OR K) + Torp(M, k) est 
injective, alors pour tout i 3 p - 1 l’application Hi( N OR K) + TorF( N, k) 
est injective. 
Montrons 2(b). Soit T le nleme module de syzygie de M. Comme 
H,(M OR K) = 0 pour i > n, on montre par iteration, que l’application 
H;( T OR K) + TorR( T, k) est injective pour i > 0. Comme on a toujours 
H,( T 0 R K) 3 Tor,R( T, k), on deduit du thtoreme 6.1 que T est un module 
inerte. 11 en est de m&me pour les modules de syzygie d’ordre superieur. 1 
Montrons que le corollaire precedent caractirise les anneaux de Golod, 
ainsi que les homomorphismes de Golod parmi les petits homomor- 
phismes. 
COROLLAIRE 6.4. (a) Soit (R, m) un anneau local. S’il existe un 
R-module A4 de type fini non nul qui est inerte ainsi que son premier module 
de syzygie, alors R est un anneau de Golod. 
(b) Soit f :  (S, n) + (R, m) un homomorphisme local. Supposons f 
petit. S’il existe un R-module M de type fini non nul qui est inerte par f  ainsi 
que son premier module de syzygie, alors f  est un homomorphisme de Golod. 
Preuve. Comme dans la demonstration du thtoreme 6.1, on peut consi- 
derer (a) comme un cas particulier de (b). 
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Montrons (b). Soient A4 un R-module de type lini non nul et N son 
premier module de syzygie. I1 existe une suite exacte: 
avec b = h,(M). 
Supposons M et N inertes par f et considkrons pour p 2 0 le diagramme 
commutatif: 
Tort,, (M, k) L Tort(N, k) 
(M./)/l, I 
I I 
(IV. f lp 
Tor,R+ , (M, k) - + Tor:(N, k). 
Comme f est petit, (M, f ),, + , est injectif et on en dttduit que 6, aussi. 
Par conskquent, on a la relation 
P;(t)=b(P;(t)- l)+(PY(r)-h)/t. 
Transformant cette tgalitt en utilisant les relations: 
Pwm = p:wczw~ cwp~(f) = P::(t)l’f%t)3 
p:(f) = (pm - b)lt, 
on obtient: 
P;(t)=p;(t)/(l-t(p;(t)- 1)). [ 
Le corollaire 6.3(b) permet de rtsoudre un probkme de [2, (5.12)] 
concernant la croissance des nombres de Betti b,(M) = dim, Torp(M, k) 
d’un module de type fini sur un anneau de Golod. 
COROLLAIRE 6.5. Soient (R, m) un anneau de Golod et M un R-module de 
type fini. Supposons que R ne soit ni un anneau rigulier, ni une intersection 
compkte. Alors si M n’est pas de dimension projective finie, la suite b;(M) 
est strictement croissante pour i > n = dim, m/m2. 
Preuve. Soient p 3 n et N le piZme module de syzygie de M. Le corol- 
laire 6.3 nous dit que N est un R-module inerte et par conskquent: 
P:(t) = W, (N OR K)I (t)l(l - t(lff, (K)I (t) - 1)). 
Posons pour 0 < i < n, ci = dim, H,(K) et c,(N) = dim, H,(N OR K). I1 
est clair que b,,(N) = c,(N), b,(N) = c,(N) et b,(N) = c*(N) + c, .c,(N). Or 
pour tout i > 0 nous avons l’inkgalitk ci( N) < c, + L(N) + c, ,(N). Rappelons 
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brievement pourquoi. Quitte a completer R et N on peut supposer que R 
est le quotient d’un anneau regulier (S, n) par un ideal I inclus dans n2. On 
a alors l’egalite ci(N) = dim,(TorF(N, k)). Soit X une resolution libre mini- 
male de N sur S, rang X, = ci(N). En tensorisant par le corps des fractions 
Q de S, on obtient une resolution de N OS Q par les Q-espaces vectori& 
Xi OS Q. On en deduit pour i > 0 l’intgalite: 
c,(N)=dim,(XiOsQ)~dimg(X,+, OsQ)+dimQ(X,~, @,Q) 
=c,+,(N)+c,-,(N). 
Pour terminer la demonstration du corollaire, il s&it de remarquer que 
l’hypothese sur R equivaut a c, 3 2 et que celle sur M implique N # 0, done 
co(N) # 0. On a done 
h,, ,(M) = h, (N) = c,(N) < c2(N) + c,(N) < c,(N) + cl .c,(N) 
=MN)=h,+,(M). I 
7. PRODUITS FIBRBS D'ANNEAUX LOCAUX 
Soient (R,, m,), (R,, mz) et (R,, m,,) trois anneaux locaux et 
PI:R,+Rc,, p2:Rz + R, des homomorphismes locaux surjectifs. Le pro- 
duit libre de R, et R, au-dessus de R, est le sous-anneau de R, 0 R, forme 
des couples (x, v) vtrifiant p, (x) = p2( y). 11 est facile de voir que R est un 
anneau local dont l’ideal maximal sera note E. 
Si on prend pour anneau R, le corps residue1 k ( p1 et pz ttant les projec- 
tions naturelles), Kostrikin et ShafareviE dans [S], Dress et Kramer dans 
[S] ont montrt que 
pkR(t)~l=pkR,(t)~‘+pkRz(t)~‘- 1, 
en notant pi(t))’ pour l/Pk,( t). 
Dans [7] Herzog donne une generalisation de ce resultat, mais, comme 
il le remarque, elle ne recouvre pas completement le cas R, = k. 
Nous allons voir qu’une generalisation naturelle du cas RO = k, donnant 
aussi le resultat de Herzog, est le thtoreme suivant: 
TH~ORGME 7.1. Soient s, : R -+ R, et s2 : R + R, les projections canoni- 
ques. Alors si R,, considth! comme R,-module, est inerte par s1 et, considhb 
comme R,-module, est inerte par s2 on a la formule: 
Pk,(t)-‘=P;,(t) ‘+p”,*(t)~‘--~(t)‘pkR,(t)~‘. 
On Ctablit ce theoreme comme dans 173, en montrant que les homomor- 
phismes s, et s2 sont grands (definition precedant le theoreme 3.3). Pour 
cela, nous utilisons une nouvelle caracterisation de cette propriete. 
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LEMME 7.2. Soit f: S + R un homomorphisme local surjectif: L’homo- 
morphisme f est grand si et seulement si il existe un anneau quotient R’ de 
R tel que: 
(1) Le R-module R’ est inerte par J: 
(2) La projection R + R’ induit une injection Tor”( R, k) -+ Tors(R’, k). 
Preuve. Si f est grand, R est inerte par f (theoreme 3.3), par const- 
quent, R’ = R convient. Montrons la reciproque. L’homomorphisme f 
etant surjectif, pour tout R-module A4 le terme E2 de la suite spectrale 
E(f, S, R, M) peut s’ecrire 
Ez,y = Torf(k, k) Ok Torf(A4, k). 
Par consequent, la projection R + R’ induit un homomorphisme de 
suites spectrales: E( f, S, R, R) -+ E( f, S, R, R’) qui au niveau des termes E2 
est injectif. La suite spectrale E(f, S, R, R’) est dtgentree puisque R’ est 
inerte par f: Done, la suite spectrale E(f, S, R, R) est aussi dCgCnCrCe 
(lemme 4.2). Ceci montre que R est inerte par f et cette propriete caracte- 
rise les grands homomorphismes (theoreme 3.3). 1 
Dtmontrons maintenant le theoreme 7.1. 
Preuve de 7.1. Remarquons que pour i = 1 ou 2, pi, * : Tort(R,, k) + 
Tort(R,, k) est injectif. C’est clair en dimension zero. Considerons la suite 
exacte de R-modules: 
Pi-P2 
0- R- R,@R,- R,- 0. 
On en deduit pour q > 0 des isomorphismes: 
(pi - p21y: Tor,R(R,, k) 0 Tor.f(R,, k) r Tor,R(R,, k); 
par consequent, pl,q et p2,y sont injectifs. 
Le lemme precedent et l’hypothese du thtoreme nous permettent de 
conclure que sr et s2 sont des grands homomorphismes. Soient maintenant 
a,=kerp, et a,=kerp,. On sait qu’il existe des isomorphismes de 
R-modules a, N ker s >, a,-kers, et a,@a,2:ker(p,os,), p1~s,=p20s2 
etant la projection de R sur R,. On peut tcrire: 
P?(t) = 1 + tPS(t) + tP$(t) = P;‘(t) + P;‘(t) - 1. 
En multipliant cette egalitt par P:(t)-’ et en utilisant les proprittes des 
grands homomorphismes s, et s2, on obtient 
P;(t)-‘= P;,(t)-1 + P;>(t)-l -P”,;(t). P;,(t)y. i 
Notons aussi comme dans [7]. 
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COROLLAIRE 7.3. Sous les hypothtses du tht!ortme, pour tout R,-module 
M de C(R,) on a: 
Preuue. C’est clair puisque s, et s2 sont des grands homomor- 
phismes. 1 
Voyons maintenant deux types de situations dans lesquelles le theoreme 7.1 
s’applique. 
7.4. Supposons que R, soit inerte sur R, et R,. I1 est alors inerte par 
s, et s2 d’apres le theoreme 3.6, et les hypotheses du theoreme 7.1 sont 
satisfaites. I1 en est ainsi si R, = k, ou, plus gentralement si R, est un 
anneau regulier de dimension n (corollaire 3.7). On a dans ce cas la 
relation: 
Pi(t)-’ = P;,(t)-’ + Pi,(t) ,- (1 + t)” 
et on peut ttablir pour la serie de Bass ZR(t) des resultats analogues a ceux 
obtenus dans [9] pour R, = k [ 10, complement au chapitre II]. 
7.5. Supposons qu’il existe des anneaux locaux A, et A, et des 
homomorphismes locaux, f, : A, -+ R,, g, : A, + R,, f2 : A, + R,, 
g,:A2~R,telsquep,~f,=p,~g,,p,~f,=p,~g,.SiR,estinerteparf, 
et fi les conditions du theoreme sont satisfaites. En effet la propriete univer- 
selle du produit libre montre qu’il existe des homomorphismes locaux 
h,:A,-+R, h,:A,-+R tels que f,=s,oh,, Jz=s,ch, et le thtoreme 3.6 
montre alors que R, est inerte par s, et s2. 
Cette situation generalise le resultat de Herzog: les representations equi- 
valentes de [7] correspondent au cas oti l’on peut choisir A, = R,, 
f, = I,,, A,=&, fz= I,,. 
En utilisant cette situation, nous allons demontrer la proposition 3.4. 
Nous nous contenterons de prouver l’assertion (b). 
PROPOSITION 3.4(b). Soient f: (S, rz) -+ (R, m) un homomorphisme local 
surjectif et I un id&al de R. Si le R-module R/I est inerte par f, alors tout 
module de C(R) annul& par I est aussi inerte par f:  
Preuve. Soient p, : R -+ R/I la projection canonique et p2 = p, of: 
Considerons T le produit librt de R et de S au-dessus de R/Z. La situation 
7.5 est realisee: i1 suflit en effet de choisir A, = A, = S, f2 = g, = 1,: S + S, 
f, = g, = f : S + R. Par consequent, le thtoreme precedent et son corollaire 
7.3 s’appliquent. Si le R-module ME C(R) est annul6 par Z, on a: 
P;(t)/P;(t) = P”=(t)/P”,(t) = P;(t)/Pk,(t); 
ce qui montre que M est inerte par J 1 
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